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Uber die vektoriell-skalaren Gleichungen der astronomischen Stérungstheorie

Von PETER MUSEN
(Z. Naturforschg. 2a, 365—369 [1947]; eingegangen am 15. Februar 1947)

Die Stérungen der vektoriell-skalaren Elemente fiir die Planetenbewegung werden
behandelt. Den Ausgangspunkt der Arbeit bilden die Oskulationsbedingungen, welche in
passender, vektorieller Form zugrunde gelegt sind. Aus den Oskulationsbedingungen
kénnen, mit Hilfe der Operatorenrechnung, die vektoriell-skalaren Gleichungen von

Milankowitsch kurz abg%eitet werden.

In dieser Arbeit wird die Frage iiber die Sto-
rungen der vektoriell-skalaren Elemente von
Milankowitsch fiir die Planetenbewegung be-
trachtet. Diese Elemente sind: die doppelte Flichen-
geschwindigkeit €=C, 1+ C,i+ C,f, und der
Vektor ® =D, i+ D,j+ D, ¥, welcher zum Perihel
gerichtet ist, und der Moment ~ des Periheldurch-
ganges (wobei i, j, f die unverinderlichen Ein-
heitsvektoren sind, welche zueinander senkrecht
stehen).
Die Betrége der Vektoren € und ® sind

wobei p den Parameter, e die Exzentrizitit der
oskulierenden Bahn, M und m die Massen der
Sonne und des Planeten, f die Gravitationskon-
stante bedeuten. Die entsprechenden Einheitsvek-
toren werden wir mit € und D bezeichnen. € und
D sind nicht voneinander unabhiingig, sondern
wegen .der Normalitdt von € zur Bahnebene muf

€,D)=0 ey

sein, d. h. die vektoriell-skalaren Elemente liefern
uns nur sechs unabhéngige skalare Elemente, aber
nach Einfiihrung dieser Elemente, anstatt gewshn-
licher astronomischer, gewinnen die Gleichungen
der Storungstheorie an Symmetrie sowie an Ein-
fachheit, und auBlerdem bekommt man ein klares,
kinematisches Bild der gestirten Bewegung.
Milankowitsch? hat seine Gleichungen nicht
fiir die Vektoren € und ® direkt, sondern fiir die
Komponenten dieser Vektoren erhalten. Er hat da-
bei die kombinierte vektoriell-skalare Methode

* Milankowitsch, Bull. Acad. Math. Natur. (A)
Sc. Math. Phys. Nr. 6, Belgrad 1939.

und die Eigenschaften der runden und eckigen
Lagrangeschen Klammern benutzt.

Bilimowitsch? hat die Gleichungen von
Milankowitsch aus den Eigenschaften der
Pfaffschen Gleichungen abgeleitet.

In dieser Arbeit schlage ich zur Losung der Auf-
gabe eine verhéltnisméBig elementare Methode vor.
Die Eigenschaften der Lagrangeschen Klam-
mern folgen aus den Oskulationsbedingungen. Um
die miihsamen Berechnungen zu vereinfachen,
wird den Oskulationsbedingungen eine besonders
angepabte konzise Form gegeben, so dal man die
Gleichungen von Milankowitsch als eine ein-
fache algebraische Kombination der Oskulations-
bedingungen, des Laplaceschen Integrals und des
Flichenintegrals erhilt.

1. Einige Sédtae aus der Operatoren-
rechnung

Es sei ¢ eine Funktion des Skalars ¢ und der
Vektoren

G=d, i+ 4,i+4,,f k=1,2,..,n).

Wir fithren nach Bilimowitsch den partiellen,
nach a, genommenen Gradienten von ¢ ein:

grad, ¢ ist das Produkt der Funktion ¢ mit dem
Differentialoperator:
d d d
Ve=5—t+—j+-——F
ET 04, T, T,
grad, 9=V, .

? Bilimowitsch, Astronom. Nachr. 273, Heft 4, v
S. 161.
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Es gelten die folgenden Formeln:
vk aki":u()k’ (2)

wobei a,, den entsprechenden Einheitsvektor be-
deutet:

(6,Vy)a,=g, 3)
@, Vye(la, D=9 (a)@,a,), &

und, wenn g = const, dann ist

vk (ak,g)=g, (5)
dop op ,
a — e T ©

wobei T der Differentialoperator

n

da,
S J
k=1

ist.
Falls ¢ die Funktion von r=zi+yj+ 21,

¢=9(r),
ist, haben wir
o
9z £

C

‘@,
dy 1+

. 0p
Vy=gradg= 5 -1+
Endlich soll der Ausdruck

vk (r , g)r

bei uns bedeuten, dafl der Operator ¥/, nur auf t
angewendet werden soll. Man erhélt dann leicht:

V, (x,grad ¢) =grad, ¢, } )
(8, V,] (v, grad ¢), =fg, grad, ¢]|*
2: Die Integrale des Zweikorper-
problems in der vektoriellen Form.
Oskulationsbedingungen

Die Differentialgleichung der ungestiorten Pla-
netenbewegung lautet bekantlich:

w=ra+m),

r=|1t|,

d?y wr
at> —

wobei r den Ortsvektor des Planeten in bezug auf
die Sonne bedeutet. Diese Gleichung hat die folgen-
den Integrale, welche wir in der vektoriellen Form
schreiben:

das Fldachenintegral

'[r,%]=@; - ©)

P.MUSEN

das Hamiltonsche Integral

dx 1
_W’— CQ’ [@7@+‘u’r0]; (9)

das Laplacesche Integral

d
[@:,~—&§~]+.u Yo+ D=0, (10)
wo r,=1/r; das Integral der lebendigen Kraft

o s 20 w2 — D2

U“:\D,‘ZT"—"* 2 (11)
Die Gleichung der Bahn lautet
C’?

= T Deosw (12)

wobei w die wahre Anomalie bedeutet.
Das Keplersche Integral, in der Form zweier
Gleichungen, schreibt sich als

9

r=u2—_~1)?(u—l)cos E).
‘ (13)
D

) I
wE —Dsin K= s —(t—r).

Darin bedeutet E die exzentrische Anomalie.

Das Fldchen-, das Laplacesche und das Kepler-
sche Integral liefern insgesamt sechs unabhé&n-
gige skalare Integrale, mittels welcher das Problem
der ungestorten Bewegung vollkommen gelost ist.

Alle iibrigen Integrale konnen als Folgerungen
der vorhergenannten Integrale betrachtet werden.

.Der Ortsvektor r ist durch die Gleichung

= Dyrcosw—+ [E, Dy] sinw, (14)
t=-pr cos w + [@C’DQ;] 7 sin w (15)

gegeben. — Die Differentialgleichung der gestor-
ten Planetenbewegung lautet:

d%r wr
Tiﬁ = — *7'3" + grad R 3

(16)
wobei R die Stérungsfunktion ist. Die Gln. (8) bis
(15) gelten auch fiir die gestorte Bewegung, wenn
wir unter den € und © die Oskulationselemente
verstehen. Die Oskulationsbedingungen konnen
wir als Konstanten-Variationsgleichungen in der
folgenden Form schreiben:

ar Jn wy
ol ) _ g e 17
a = O at 3 (17
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Indem wir bemerken, daf} die Zeit ¢ explizit nur
mittels des Keplerschen Integrals (13) in der Kom-
bination ¢ — eintritt, konnen wir die Oskulations-
bedingungen auch so schreiben:

ar

F I -,
ap wy (e
A

Nun ist aber unter Beriicksichtigung von (6)
und (16)

dt ar , vt dr
i e A T
do d’t dp do dr
F=wF=w I g
wy
=———+grad[f

wobei:
ag ad
T= (_dt‘ ) V(;) +( dt vi))
_@ 02
v@—a—cl‘+ ac, I—i——gc—s
J J 0
Vo=73p, it 35,1+ 35,
Unter Beriicksichtigung von (17) und (17') lau-

ten die Oskulationsbedingungen somit schlieBlich:
dt
D- W =0 )

wy dr
3 -—dt—=gradR.

T-¢x — -
(18)

T-v+4

Diese Form der Oskulationsbedingungen ermég-
licht es uns, ohne Hilfe der Lagrangeschen Klam-
mern die vektoriell-skalaren Gleichungen der Sto-
rungstheorie aufzustellen.

3. Die Aufstellung der vektoriell-
skalaren Gleichungen der
Storungstheorie

Multiplizieren wir die erste der Gln. (18) skalar
mit — (D,Vy) b und die zweite mit + (D, Vy)r
und addieren wir die Resultate, so bekommen wir

a
< P+l =(D,gnmady B, (19)
wobei grady E den partiellen, nach ® genommenén
Gradienten bedeutet und

P:(E vm)r'TU—(@,Vm)mTl‘,

wr

(19)
0="5®@, V) r+0(®, Vv

367
Nun differenzieren wir P partiell nach :

P it _ ., 9D
7=(®,v';_)7§t 1 D"—(@’vi;)r' 1_()15—

v d
“(D’vm) Fr 1 r_(@) VSD)D' T’a;

Unter Berticksichtigung von (17) erhilt man
E)P
=(D, VQ)

(ED VSD) T- T

n 3ur
_ [;3- 7y — 24T Tr] @, Vo)

=%§L—[Tr'r-(@,vg)r
—(@®,Vy)r-r-Tx].
Mit Riicksicht auf
(D, Vy)r=r-(D,Vyr,

20
v-Trv=r-T»r (20

erhélt man

2 =0

d. h. daf} die Zeit im Ausdruck P nicht erscheint,
sondern P Funktion nur von €, ® und = sein kann.
Daher koénnen wir, um P als eine Funktion der
Oskulationselemente zu berechnen, t und b fiir
einen beliebigen Zeitmoment nehmen. Wir setzen

t=rt.
Dann ist:
w=0, 1=M9D, D:N[@,@],
‘ C? w—+ D (1))
V=TPw+n Y="Cpn -

Unter Beriicksichtigung der Formeln (2) bis
(7), (19°) und der Gln.:

ag ac ad dD
( @o) et (Tlt—’@o):—dt—’
®,6,9)=(2, %9 =0,
aD - aD
(% 6.2)=— (2.6,

bekommt man nach der Transformation:

I(MN)

P=[ —

+21[N](€® ¢, dt)
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wegen

MN=D""?
und wegen der Gleichung

MN

%l +2MN=0
einfach :
P=0.

Fiir @ haben wir
2
0=— @,V r+ (D, Vo)
2 w
= (:D %) (U " ) )

was in der Verbindung mit dem Integral der leben-
digen Kraft liefert:

P ‘u/ DL’

@=(D, v%) 20 T

Endlich erhalten wir aus (19)

D? d

Diesistdiedritte Gleichungvon Milankowitsch.

Nun multiplizieren wir beide Seiten von (16)
vektoriell mit r; mit Riicksicht auf (8) folgt:

d

v =|v, grad R].

(23)

Differenzieren wir (10) nach ¢, so erhilt man:

d€ dr d’r dr, dd
[ (zwat]+[@’7ﬁ] g T =0 4
Man kann aber leicht aus (8) folgern:
(ZI‘O [ T ]
: —=|C, 3
und i ¥
d€ dr d2r wr dd
[W ’ 7/7] + [@ vt 73‘“] o =0
Schlieflich wird, mit Riicksicht auf (16),
ad dv  dE .
-5 = I:W , ~(/T:| +[grad k. Q). (25)

Setzen wir in (23) den Wert von r aus (14) ein,

dann bekommt man mit Riicksicht auf die Formel
[A,(8,6]] A=BA,6)—CA,B)

die Beziehung

d .
d(f =D (G, grad R) — Gy (D, , grad R)} » sin w

+[Do, grad R] » cos w .

P. MUSEN

Mit Riicksicht auf dieselbe Vektorformel ist
[6o, [D0o, grad B]] = Do (G, , grad R),
[Do, [grad B, Go]] = — G4 (Dy, grad R)
und folglich

d@

Wi [(5,0 s [Do, grad B ] 7 8in w

+ [Do, grad R]» cosw + [@0, grad R, (5,0]] 7 8inw
= [(S , M (Do, grad R]] (26)
7 cos w
+[2. 25~
Dabei ist
(v, grad R) = (Dy, grad R) » cos w

+ (6, (B0, grad k) "

7 8in w

grad R 4 [grad R, @',0]] .

und
7 CO8S W

(x,grad R) = (D, grad R)

r sin w

+ (D, [grad &, §]) -

Aus den Formeln (2) bis (7) geht hervor, daB
(€, gradg R]=[C, V] (r, grad R),

” sin w

-l

[(‘S ) V@] (@ ) @0 ] grad R)@ '
— [@ , r sin w [@0,0radR]]

[D,grad gy R]=[D, Vg] (v, grad R),

7 cos w

= "D, V) (D, grad B,

7 sin w

—}-7 [D,Vy] (D, grad B @0)1)

7 oS w
= [SD T grad R

7 sin w

5 [grad R, (50]]

und aus (26) éndlich, daB

: .
%—Z(% =€, gradg B] 4 [, gradg R].

(27)
Dies istdie erste Gleichung von Milankowitsch.
Aus (23) folgt weiter, dafy

dg

((5,, it} ) = (grad R,6,1), (28)
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aus (25), daB

(29)
und aus (9), dal

d 1
[Q’B;]zﬁ[m’[@»@‘ﬂ”ro]]
1
== [C(D,D+ 11 — (D411 (€,D)].

Mit Riicksicht auf die Gln.

®,D=>0%, (D,r,)=Dcosw, €©,d)=0,
D-cos w 1 w
. ¢t T T
wird

dy D? — u2 w ) )
[ 5] ="&"+ 4 e
aus (29) folgt weiter nach dem Einsetzen des Wer-
tes von p
T
@ ’ ¥:, ’
daB [ dt

)=+ 1)l %)

+(grad B, [6, D)),

und daraus im Zusammenhang mit (28) und (9):

w?— D2 dg dd

el ) + (2.5
w ag

= (6. %Y) + @rad r, (6, D)

=§- (grad R, 6, 1)+ (grad R, € , D)

=(gradR,(5,,fD+yro)

=C? (gradR, %) .

‘Weil aber
dr or R
fgman, o) == (emar, 55) =~ 5, o0
1aben wir
u2 — D2? ( d(S,) ( d@) oR
cr \&g ) +|2, )+ 0z =0.31)

Multiplizieren wir beide Seiten der ersten Osku-
ationsbedingung (18) skalar mit grad B, so er-
uiilt man mit Riicksicht auf (30)

a€ dd AR dr
“areet) 4 (G ey )+ G G o,

(32)
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Die Gln. (31) und (32) wurden auch von Mi-
lankowitsch abgeleitet, aber auf andere Weise.

d d
Eliminieren wir d—(t& und —('[—:f aus (32) mit
Hilfe von (22), (24) und (30), so folgt:
dd C2 OR
(W~—[®,grad@ R] +F-—ér—@,grad£}2) =0.

Daraus sieht man, dafl der erste Faktor als vek-
torielles Produkt eines Vektors g mit dem grady B
dargestellt werden kann:

dd

C2 OR
~at [Py gradg Bl + 5

5 D=|g, grady R] .

(33)
Aus (1) und (27) folgt ferner, dafB
d@)

((s:,W =—(@,ﬁ)=(@,[@,grad@1f}),

dt
und aus (33), daB

D
(@ ’W) =(C,[D, grad; B)) + (€. [g, grady R]) .

Also ist
©€,[g, gradg R])=0.

Aus der letzten Gleichung sieht man, daf g in der
Ebene der Vektoren € und gradg R liegt. Da g nur

im Produkt [g, grad o B] erscheint, kann man an-
nehmen, dafl

g=pC€
ist, wobei p einen Skalar bedeutet, d. h.
a?d C? 9R
= [D,grad; R] +p[C, gradgy R] — Dt a9 D-
(34)
Durch die Elimination von % und %(;:i

mit Hilfe von (27) und (34) erhilt man
u?— P2
(T _P) €,9, gradgy R) =0

und
w2 — D2

P=g
Daraus folgt endlich

) w— P2

W — [@ ) grada R] + C* [(g 3 gradz) R]

C? OR
— e 2 (89)

Das ist die zweite Gleichung von Milanko-
witsch.



